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Resume :
Ce travail a pour objet de coupler la Methode des Elements Discrets (MED) et la Methode des Elements
Finis (MEF) en vue de la modelisation des interfaces de contact. Cette approche est basee sur la
methode de decomposition de domaine avec une zone de recouvrement entre les milieux continu et
discret an d'assurer la continuite du champs cinematique entre les deux domaines. La formulation
de couplage est mise en uvre a travers quelques simulations numeriques en 1D.
Abstract :
The aim of this work is to propose a coupled formulation between Discrete Elements Method (DEM)
and Finite Elements Method (FEM). This approach is based on domain decomposition method with an
overlapping zone between continuous and discrete media in order to ensure continuity of the kinematic
elds between the two areas. The coupled formulation is implemented through numerical simulations
in 1D .
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1 Introduction
Face au besoin de l'amelioration de la securite et de la abilite des equipements, la ma^trise du frot-
tement demeure un enjeu incontournable dans divers secteurs de l'industrie tels que les domaines du
genie-mecanique, du genie-civil ou encore du genie des procedes. L'objectif nal de ce travail consiste
a etudier le comportement d'une interface de contact modelisee par un milieu continu deformable
et un milieu discret. Pour ce faire, on utilise une formulation qui consiste a coupler la MED a la
MEF. Le choix d'une telle approche se justie par la coexistence de deux domaines, continu et dis-
cret, interagissant mecaniquement entre eux. La MEF presente l'inetre^t de decrire les mecanismes
macroscopiques, cependant, la MED ore la possibilite de rendre compte des phenomenes locaux ap-
para^ssant au niveau de l'interface de contact. Il existe dierentes approches de couplage entre les
milieux continu et discret en vue d'optimiser le passage du domaine discret au domaine continu et vice
versa [1, 2, 3]. La plupart de ces travaux ont traite le couplage MED-MEF par une approche discrete
de type Dynamique Moleculaire. Dans le cadre de notre etude, nous avons fait le choix d'utiliser une
approche discrete de type Dynamique des Contacts pour les solides parfaitement rigides [4, 5]. Ce
travail a necessite d'abord l'implementation d'une resolution elements nis dans le code de calcul par
elements discrets existant MULTICOR. Ce dernier utilise un algorithme de resolution basee sur la
formulation du bi-potentiel pour la gestion du contact [6].
Dans un premier temps, nous presentons brievement les methodes discrete et continue utilisees. Dans
un second temps, nous abordons la formulation de couplage basee sur la technique de decomposition de
domaine avec ponderation de l'energie du systeme [7]. Enn, a travers quelques simulations numeriques,
la formulation de couplage est mise en uvre sur des exemples unidimensionnels.
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2 Approche Discrete
La modelisation discrete est assuree par la MED type Dynamique des Contacts. Les particules sont
modelisees par des spheres parfaitement rigides et non-penetrables (gure 1). L'equation dynamique
a resoudre (1) pour le systeme discret s'ecrit :
mq = F ext(q; _q; t) +Rnc
R = P T r
(1)
ou F ext representent les eorts exterieurs, Rnc sont les eorts interieurs generalises, q est le parametre
de conguration pour chaque particule, r est la reaction de contact locale, nc est le nombre de contacts
et P T est la matrice de passage transposee.
Figure 1 { Milieu Discret
A chaque paire de contact 
i et 
j , on lui associe un repere local dont les axes sont denis par la
normale n et la tangente t. La normale n est orientee de 
i vers 
j . Les variables mises en dualite sont
la vitesse relative v et la reaction de contact r ( 
i par rapport a 
j). Ces variables se decomposent
dans le repere local de la maniere suivante (2) :
v = vt + vn:n ; r = rt + (rn + rcohe):n (2)
ou vt et vn representent respectivement les vitesses de glissement tangentielle et normale, rt et rn sont
respectivement la force de frottement et la reaction normale de contact et rcohe est la force de cohesion.
Cette derniere depend de la resistance a la traction des materiaux cohe : rcohe = cohe:amoy ou amoy
est le rayon moyen des particules en contact [4, 5]. Les interactions entre particules sont obtenues
a partir de la formulation du bi-potentiel dans le cas d'un contact frottant de Coulomb. La condition
d'unilateralite de Signorini entre 2 particules en presence de forces de cohesion est denie comme suit :
(rn + rcohe)  0 ; un  0 ; (rn + rcohe):un = 0 (3)
ou un est l'interstice.
Enn, l'algorithme de resolution est base sur un schema de prediction-correction [6].
3 Approche Continue
Le milieu continu est suppose lineaire elastique veriant l'hypothese des petites perturbations et est
modelise par des elements nis standards. L'equation dynamique classique a resoudre (4) pour un
systeme mecanique elastique est donnee par :
M u+Ku = F (4)
ou M est la matrice de masse du systeme, K est la matrice de rigidite, u et u representent res-
pectivement les vecteurs deplacements et accelerations nodaux et F est le chargement exterieur. La
determination du champ de deplacements dans le milieu continu est obtenue a partir du schema
d'integration de Newmark. Ce dernier est deduit d'un developpement de Taylor des deplacements (5)
et vitesses (6) nodaux respectivement u et _u :
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un+1 = un +t _un +
1
2
t2un + o(t
2) (5)
_un+1 = _un +tun + o(t) (6)
ou t est le pas de temps, n est le pas courant, un+1 et _un+1 sont respectivement les predictions
des deplacements et vitesses nodaux. Le schema d'integration est suivi d'une etape de correction an
d'actualiser les champs cinematiques.
4 Couplage MED-MEF
Le probleme que l'on souhaite resoudre est discretise par des elements nis standards dans le domaine

c et par des elements discrets dans le domaine 
d. Le couplage est realise a travers une zone de
recouvrement 
r = 
c \ 
d. La transition entre ces deux milieux est assuree par une ponderation
spatiale de l'energie dans la zone de recouvrement [7, 8]. Cette methode conduit a la resolution d'un
probleme de minimisation de l'energie totale du systeme (7) en utilisant les multiplicateurs de Lagrange
, an de verier la continuite des champs de deplacements continu et discret. Plus precisement, ce
probleme de minimisation revient a determiner le point-selle de la fonctionnelle suivante :
L(q; u; ) = Hc(u) + (1  )Hd(q) + (q   Cu) (7)
ou L est le Lagrangien du systeme, Hc et Hd sont respectivement les energies des domaines continue
et discret, C est la matrice de couplage qui relie les deplacements discrets q aux deplacements continus
u dans la zone de recouvrement et  est la ponderation de l'energie dans chaque domaine (Figure 2).
        1−α α
0
 1
Ω                     Ω                    Ωc                       r                     d
Figure 2 { Zone de recouvrement et parametre de ponderation 
L'expression de l'Hamiltonien dans le domaine discret est :
Hd(q) = E
D
c   EDp (8)
ou EDc et E
D
p sont respectivement l'energie cinetique et l'energie potentielle du modele discret dans le
domaine 
D. Par ailleurs, son expression au domaine continu est :
Hc(u) = E
C
c   ECp (9)
ou ECc et E
C
p designent respectivement les expressions de l'energie cinetique et de l'energie potentielle
dans le domaine 
C .
Le developpement canonique de l'Hamiltonien L(q; u; ) conduit au systeme (10) suivant :
8><>:
@L
@q = (1  )@Hd@q +  = 0
@L
@u = 
@Hc
@u   :C = 0
@L
@ = q   Cu = 0
(10)
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Le systeme a resoudre (11) dans la zone de couplage s'ecrit comme suit :
(
(1  j)mj qj = (1  j)F totj + j
iMiui = iF
tot
i   ndrl=1CTlil
(11)
ou mj et Mi designent respectivement les masses des nuds elements discrets et elements nis, F
tot
sont les forces appliquees a chaque nud et ndr est le nombre de particules dans la zone de couplage.
La methode de resolution consiste a determiner les multiplicateurs de Lagrange  a partir des estima-
tions des deplacements et vitesses a chaque pas du temps de calcul en se ramenant a la resolution du
systeme lineaire (12) suivant :

g = A
g = q   Cu (12)
ou g est le vecteur residu calcule a partir des estimations des deplacements discrets et continu (q et u).
Quant aux multiplicateurs de Lagrange , ils jouent le ro^le d'eorts d'interface permettant de garantir
la condition de continuite cinematique au niveau de la zone de transition entre les domaines discret
et continu. Une description detaillee de la mise en uvre de la formulation de couplage est donnee
dans [8]. L'algorithme de la formulation de couplage (gure 3) implemente dans le code de calcul par
elements discrets MULTICOR dans lequel on a integre une une routine de calcul par elements nis.2666666666666666664
t = 0
- Initialisation des degres de liberte ED et EF
- Calcul de la matrice de couplage
- Ponderation de l'energie26666666664
t = t+t
- Calcul des deplacements et rotations ED
- Calcul des deplacements et rotations EF
- Calcul des residus et multiplicateurs
de Lagrange (couplage MED-MEF)
- Correction des deplacements et rotations
du systeme
Figure 3 { Algorithme de couplage MED-MEF
5 Simulations numeriques
La formulation de couplage est mise en uvre dans le cas d'un exemple 1D avec un domaine continu
modelise par des elements de type poutre. Ce dernier est encastre a son extremite gauche. La zone
de recouvrement est constituee de 7 particules ayant la me^me masse couplees aux nuds elements
nis. L'ensemble est soumis a une force verticale sur la particule de l'extremite (Figure 4). On supose
negligeable le fottement entre les particules.
Zone Continue             Zone Couplage                                                  Zone Discrete
F
Figure 4 { Couplage MED-MEF en 1D
4
20eme Congres Francais de Mecanique Besancon, 29 aou^t au 2 septembre 2011
Les Figures 7 (a) et 7 (b) representent respectivement le deplacement et le champs de vitesses du
systeme ainsi que sa conguration a t = 5:10 03s. Le comportement du systeme est elastique dans la
zone continue alors qu'il est rigide dans la zone discrete, caracterise par la phase lineaire de la courbe
(gure 7 (a)). Ceci s'explique par la nature du milieu discret qui decrit un mouvement du corps rigide.
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Figure 5 { Conguration du systeme a t = 5:10 03s
An d'etudier l'inuence de la taille de la zone de recouvrement sur le comportement du systeme,
on a realise le me^me test de exion tout en s'interessant au deplacement d'une particule a la me^me
abscisse dans les cas 1 et 2. Dans le cas 1 la zone de couplage est xee a 6 couches de recouvrement
alors que celle-ci est limitee a 3 couches dans le cas 2 (gure 6 (a)).
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Figure 6 { Etude de l'inuence de la taille de la zone de recouvrement
Les courbes de la gure 6 (b), decrivant le deplacement dans les cas 1 et 2, montrent l'inuence de
la taille de la zone de recouvrement sur le comportement du systeme a une abscisse donnee. En eet,
la reponse du systeme dans la zone de couplage depend fortement de la ponderation de l'energie des
domaines continu et discret.
Le test de exion est maintenant realise en augmentant le nombre de couches d'elements discrets et en
conservant la me^me masse totale du milieu discret et me^me chargement que precedemment. La zone de
recouvrement est constituee de 7 particules couplees aux nuds elements nis. A travers cet exemple,
on veut etudier le comportement du systeme dans le cas d'un empilement. Les Figures 7 (a) et 7 (b)
representent respectivement le deplacement et le champs de vitesses du systeme a t = 5:10 03s.
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Figure 7 { Essai de exion avec trois couches elements discrets
Le comportement est similaire a celui obtenu precedemment, cependant le systeme est plus rigide en
raison du nombre de couches d'elements discrets.
6 Conclusion et Perspectives
Au cours de ce travail, nous avons utilise une formulation de couplage entre deux modeles physiquement
et numeriquement distincts. Les tests numeriques en exion ont permis d'etudier le comportement
d'un systeme couple. Par ailleurs, l'inuence de la taille de la zone de recouvrement et de l'epaisseur
du milieu discret ont ete egalement etudiees. A court terme, notre travail portera sur le couplage
MEF-MED dans le cas bidimensionnel en vue de modeliser le comportement de l'interface de contact.
Cette modelisation permettra d'etudier l'inuence des parametres locaux (coecient de frottement
local, force de cohesion, taille des particules,...) et de l'etendue de la zone de recouvrement sur le
comportement global de l'interface de contact. In ne, l'avance scientique majeure de ce travail sera
d'introduire des lois de comportement physiquement fondees de l'interface de contact dans les modeles
macroscopiques.
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